Clase practica: Formas cuadraticas

1. Dada Q : R? = R, Q(z) = —4x79 + 323.

a)

Expresar a la forma cuadrética como 27 Az con A € Simsy(R), diagonalizar ortogo-
nalmente A = PAPT y, mediante un cambio de variables x = Py, escribir la forma
cuadratica sin términos cruzados.

Clasificar la forma cuadratica y graficar sus conjuntos de nivel N,.(Q).

Hallar ”m”zix Qz) y ”nhin Q(z) y los vectores en los cuales se alcanzan.
z||=1 z||=1

Hallar los puntos de la curva de nivel 1 a menor distancia del origen. ; Existen puntos
que estén a distancia maxima?
Vemos que a la forma cuadrdtica Q(x) = —4x1x49 + 33 la podemos escribir como
0 -2
Q(r) = 2T Ax con A = :
-2 3
Los autovalores de A son \; = —1 y Ay = 4 y los autoespacios son

Sy=gen{(21)"} y Si=gen{(-12)"}

La matriz A se diagonaliza ortogonalmente, siendo A = PAPT, con

1 /2 —1 -1 0
P (05) v (30)
Observacién: El determinante de la matriz P es igual a 1, asi que P es la matriz de
una rotacion.

Si realizamos el cambio de variables = Py nos queda

Q(z) = (Py)"A(Py) = y" (PTAP)y = y"Ay = Q(y)

donde
A _ -1 0 Y\ _ 2 2
Qy) = (11 v2) ( 0 4) (m) =~y +4y;
Como uno de los autovalores de A es positivo y el otro es negativo, la forma cuadrati-

ca es indefinida.

Veamos cuales son los conjuntos de nivel. Primero veremos los conjuntos de nivel de
la forma cuadratica sin productos cruzados

N(Q) ={y eR?*/ Qy) =} = {y e R®/ —yi + 4y} = c}
= Si ¢ = 0 nos queda

1 1 1
A =0 & yi=u S k=gn 0 p=—gn



-1

= Si ¢ > 0, nos quedan hipérbolas

2 2
i Y
—=—=+==1
c ' ¢
4
. c Ve , 1
que cortan al eje yo en los puntos (0, ——) y (0, —7) y sus asintotas son y, = §y1
1
€ Y2 = Y i
Y

Por ejemplo, si ¢ = 4 nos queda la hipérbola -1 + s = 1.

= Sic<0,c=—a, cona>0, nos quedan hipérbolas
Vi
a ¢
4

1
que cortan al eje y; en los puntos (v/a,0) y (—+/a,0) y sus asintotas son ys = ¥

1
€Yz = —591. )
Por ejemplo, si ¢ = —4 nos queda la hipérbola %1 —yi=1.



Ahora veamos cuales son los conjuntos de nivel de @)

N(Q) = {z € R?*/ Q(z) = c}

Para ello tendremos en cuenta los conjuntos de nivel de Q y que hicimos un cambio
de variables x = Py, donde P es la matriz de una rotacién. Observemos que:

1 /2 . o,
= Pey = E (1) Entonces al rotar el eje y; obtenemos la recta de direccion
vy = (2 1)T en los ejes zy, xo.

1
n Pey = E ( 9 ) Entonces al rotar el eje y, obtenemos la recta de direccion

vy = (=1 2)T en los ejes x1, zy.

s P 2 = L 2 -1 2 = i 3 . Entonces al rotar la asintota de ecua-
1 NGV 1 V5 \4
1

cion yp = §y1 nos queda la recta de direccién (3 4)7 que pasa por el origen, o

sea, la recta xo = §x1'

—2 1 /2 -1\ (-2 -1 .
. P( ) > = % <1 2) ( 1 ) = \/5( 0 > Entonces al rotar la asintota de
1

ecuacion y, = —§y1 nos queda el eje x;.
Veamos entonces como nos quedan los conjuntos de nivel:
» Sic =0 ya vimos que el conjunto de nivel Ny(Q) estd formado por las rectas

x2:§$1yx2:0.
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= Sic > 0, nos quedan las hipérbolas que obtuvimos antes rotadas. Estas hipérbo-
las tienen asintotas o = —x1 y 25 = 0 y cortan a la recta de direccién (—1 2)T.

Por ejemplo, para ¢ = 4 nos queda

= Sic < 0, nos quedan las hipérbolas que obtuvimos antes rotadas. Estas hipérbo-
las tienen asintotas xo = —x1 y xo = 0 y cortan a la recta de direccién (2 1)T.

Por ejemplo, para ¢ = —4 nos queda

5 7

4 .

- -5

¢) Vamos a calcular ||I§;l\|é=X1 Qx) y IIIEIEII Q(z) y los vectores en los cuales se alcanzan.
Observemos que para Q(y) = —y? + 432 tenemos que
—llyl* = —ui — 3 < Qy) < 4yi + 45 = 4y’
Como ||z|| = [|Py|| = ||yll, nos queda que
—llz]l” < Q(z) < 4|z
Entonces, para ||x|| = 1, tenemos que

—1<Q(x) <4

ﬁ%@@:4y ﬁg@@:—l



El maximo se obtiene en los = € R? tales que ||z|| = 1 y Q(z) = Q(y) = 4. Para ésto
es necesario que

lyl=1 v Qy)=—yi+dys=4+4ys & wu=0 y |p|=1

Luego,
y=01D" y=(0 -1
1 1
r=PO01NT=—=(-12)7, z2=P0O -1 =——(-12)7
(01) \/5( ) ( ) \/5( )
O sea, el maximo se alcanza en los autovectores asociados al autovalor maximo de
norma 1.

Analogamente, el minimo se alcanza en los autovectores asociados al minimo auto-
valor de norma 1. Esto es, el minimo se alcanza en

T = i(2 nt, o x= —L(Q n7T

V5 V5

d) Vamos a hallar los puntos de la curva de nivel 1 a menor distancia del origen.

Podemos pensarlo geométricamente. Por lo que vimos antes, la curva de nivel 1 es
una hipérbola.

i

Los puntos del la hipérbola a menor distancia del origen son de la forma z = k(—1 2)7
(autovectores asociados al autovalor 4) que verifican Q(z) = 1. Entonces

Q(r) = Q(—k 2k) = —4(—k)(2k) + 3(2k)* =20k =1 & |k| = \/Lz_o = %

Los puntos resultan
1

T2/

Otra manera de pensarlo es la siguiente. Vimos que

T (-12)", z=——z(-12)7
2 2
—lzlI” < Q(z) < 4|
Para los x tales que Q(z) = 1 tenemos que

<4z



O sea,

1
Luego, la minima distancia es R los puntos de la hipérbola que estan a esta distancia

son los # = k(=1 2)T de norma 5

Joll = k=127 = 127 =5 k=52

Los puntos resultan, al igual que lo que vimos antes,

1 T b
x:ﬁ(—lﬂ, x = 2\/5( 12)

En este caso no existen puntos que estén a distancia méaxima del origen ya que la hipérbola
no esta acotada.

2. Dada Q : R? - R, Q(z) = 222 + 222 + 222 — 22115 — 22123 — 22073.

a) Expresar a la forma cuadritica como 27 Az con A € Sims(R), diagonalizar ortogo-
nalmente A = PAPT y, mediante un cambio de variables z = Py, escribir la forma
cuadratica sin términos cruzados. ;Cudles son los ejes principales de Q7

b) Clasificar la forma cuadrética y caracterizar geométricamente sus conjuntos de nivel
N.(Q). Graficarlos en el sistema cartesiano definido por los ejes principales de Q).

c¢) A simple visa, determinar los puntos de la superficie de nivel N3(()) méas cercanos al
origen e indicar a qué distancia se encuentran del mismo.

d) Hallar |Tnlléux Qx) y ”Irhl'n Q(x) y los vectores en los cuales se alcanzan.
z||=1 z||=1

a) Vemos que a la forma cuadrdtica Q(x) = 223 + 223 + 223 — 22119 — 22173 — 27273
2 -1 -1
la podemos escribir como Q(z) = z7Az con A= [ -1 2 -1
-1 -1 2
Los autovalores de A son A\; = Ay = 3 y A3 = 0 y los autoespacios son

Sz =gen{(1 —10)7,(11 —2)"} y Sy=gen{(111)"}

La matriz A se diagonaliza ortogonalmente, siendo A = PAP”, con

1 1

<
-
I

o o w

° < -5l

[\
S W o
o O O

< [l
=

Observacién: El determinante de la matriz P es igual a 1, asi que P es la matriz de
una rotacién. En este caso el eje de rotacién es la recta generada por —(1 — 1 0)7

V2

(los autovectores de P asociados al autovalor 1).
Si realizamos el cambio de variables x = Py nos queda

Q(z) = (Py)"A(Py) = y" (PTAP)y = y"Ay = Q(y)
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donde

) 30 0\ /v
Q) =wiyys) |0 3 0] 2| =3yi+3y3
00 0/ \ys

Los ejes principales de la forma cuadratica son las rectas generadas por las columnas
de la matriz P.

b) Como dos de los autovalores de A son positivos y el otro es nulo, la forma cuadratica
es semidefinida positiva.

Veamos cuales son los conjuntos de nivel. Primero veremos los conjuntos de nivel de
la forma cuadratica sin productos cruzados

N(Q)={y e R?/ Qy) = ¢} = {y € R?/ 3y + 35 = ¢}

= Sic <0, el conjunto de nivel es vacio.
= Si ¢ =0, tenemos que

Byi+3Y5 =0 & 4y =0,12=0, ys€R
Asi que el conjunto de nivel es el eje ys.

= Sic> 0, tenemos que

c
Wi+ =c & yi+tm=z pER

Asi que los conjuntos de nivel son cilindros de eje ys.

Por ejemplo, para ¢ = 3 el conjunto de nivel es el cilindro que se muestra en la

figura.

Cuando pasamos a coordenadas z, nos queda que:

1
» El eje y3 se transforma en la recta de direccién (1 1 1) ya que Pes = %(1 11)T.
Luego No(Q) = gen{(111)T}.
» El plano y3 = 0 se transforma en el plano Sz = {z € R3/ z; + x5 + x3 = 0}.

= Los conjuntos de nivel ¢ > 0, son cilindros con eje larecta No(Q) = gen{(1 1 1)T}.
Por ejemplo, si ¢ = 3 nos queda el cilindro que se muestra en la figura:



c¢) Los puntos del conjunto de nivel 3 mds cercanos al origen son los puntos que se
encuentran en la interseccién entre el cilindro y el plano de ecuacion zy 429423 = 0.
Estos puntos se encuentran a distancia 1 del origen.

d) Tenemos que los maximos y minimos son

mix Q(z) =3 y mn Qx)=0

[lzll=1 lzll=1
El méaximo se obtiene en los autovectores asociados al autovalor 3 de norma 1. Estos
vectores son de la forma

1 1 1 1 2
— ——0 ————T, a?4+p82=1

VR VRV ’

El minimo se obtiene en los autovalores asociados al autovalor 0 de norma 1. Estos
vectores son

)"+ B(

r=of

3. Dada Q :R® - R, Q(z) =2TAz, con A= [ -1 2
0 0
a) Hallar Hmlf—i}é Q(x)y ”nhl'n2 Q(x) y los vectores en los cuales se alcanzan.
z||= z||=
b) Caracterizar geométricamente el conjunto de nivel Ng(Q)) y hallar los puntos de
Ns(Q) cuya distancia al origen sea minima y aquellos cuya distancia al origen sea
maxima. ;Qué valores tienen estas distancias?

¢) Hallar el maximo y el minimo de la forma cuadrética R(z) = ||z||° sujeta a la
restriccién Q(z) = 1 y determinar los vectores que los realizan.

a) Los autovalores de A son A\; = 1, Ay = 2 y A\3 = 3 y los autoespacios son
Sy =gen{(110)7}, Sy =gen{(001)T} y S3=gen{(1 —10)7}

La matriz A se diagonaliza ortogonalmente, siendo A = PAPT, con

Sl
=

1
y A=1{0
0

s

I

= —
=3l =S
S NN O
w O O

~N



Sabemos que
2 2
z]” < Q(z) < 3|z
Entonces

mix Q(x) =12y min Q(r) =4

El maximo se realiza en los autovectores asociados al autovalor 3 de norma 2:
r=(2 V207, z=(—vV2v20)7
El minimo se realiza en los autovectores asociados al autovalor 1 de norma 2:
r=(2v20)", z=(-vV2 -v20)T
El conjunto de nivel 6 es
No(Q) = {z € R*/ Q(z) = 6}

Para saber que objeto geométrico es nos conviene hacer un cambio de variables para
hallar la forma cuadratica sin producto cruzado. Si realizamos el cambio de variables
x = Py nos queda

Q(z) = (Py)"A(Py) = y" (PTAP)y = y"Ay = Q(y)

donde
- 1 00 7
Q) = (W y2ys) [0 2 0 |ga | = v +245 + 303
0 0 3 y3
~ y2 y2 yg
Qly)=6 < yf+2y§+3y§:6 = El+§2+?3:1

El conjunto de nivel 6 es un elipsoide.

Al volver a la variable z nos queda:



En coordenadas y podemos ver que los puntos a mayor distancia al origen son
(vV600)"y (=6 00)7 a distancia v/6 y los puntos a menor distancia son (0 0 v/2)”
y (00 —+/2)7 a distancia v/2.

Volv1endo a variable x nos queda que los puntos a mayor distancia al origen son
1 1

V6(— — 0)T y =6 (— — 0)T. Estos puntos estén a distancia v/6 del origen.
V3 \/" V2 V2 1

Los puntos a menor distancia al origen son /2 ( 0O =1 —10)7
V2V

1 1
—V2(—= — — 0)T = (=11 0)T. Estos puntos estéan a distancia v/2 del origen.
( N ARG ) = ) D g
Para hallar el maximo y el minimo de la forma cuadrética R(x) = ||z’ sujeta a la

restriccién Q(z) = 1, podemos proceder como en el punto anterior ya que lo que
tenemos que encontrar es el valor méaximo y el valor minimo del cuadrado de la
distancia al origen de los puntos que se encuentran sobre el conjunto de nivel 1. Otra
forma, que también podriamos haber utilizado en el item anterior, es la siguiente.

Sabemos que

lz)* < Q(z) < 3|

Entonces, para x # (0 0 0), tenemos que

L Q) g
]
Luego,
[l
g <1
37 Qx)
De esta desigualdad obtenemos que
] = el =
max x min ||z
Q(z)= Y Q(z)= 3

El méaximo se obtiene en los autovectores de A asociados al autovalor 1 de norma 1,

ésto es, para
1 1 1 1

=(— —=0)", =(—— ——0
7z Y VRV
E% minimo se obtiene en los autovectores de A asociados al autovalor 3 de norma

ﬁ’

ésto es, para



4. Sea Q : R? — R definida por Q (x) = 2||x||> — |Pgex|* con S = {x € R? : x; + x5 + x3 = 0}
(Pgimatriz de proyeccién ortogonal en base candnica)

a)
b)

)

Probar que Q es una forma cuadratica definida positiva.

Hallar |1|\/IHéX Q (x) y el conjunto de vectores en los que se alcanza tal extremo.
x||=1

Q(x) = 2|x[|* — [|Psex[|* = 2x"x — (Pg.x)" Pgix =
= 2x"x —x"Pg, Pgix = 2xTx — xTPgix = xT (21 — Pg1) x

mat proyeccion

la matriz 21 — Pg1 es simétrica por lo tanto Q (x) asi definida es una forma cuadrati-
ca.

Veamos sus autovectores y autovalores:

siveS — (2l = Pgi)v=2v—Pgiv=2v—0=2v — vesautovector de 2 — Pq.1
sive St — (21 —Pg1)v=2v — Pg.v=2v —v=v — vesautovector de 21 — Pg.
Podemos concluir que: si {vi;ve} es BON de S y {v3} es BON de St entonces

Sa=2 = gen {Vl; V2} Y Sx,=1 = gen {V3}

como los autovalores \; y Ay son positivos la forma cuadratica es definida positiva.

%‘\/Iléji Q (x) = 2y se realiza en {x € R®: av; + bvy con a? + b? = 1}
(si x = avy + bvy, ||x]|* = [Javy + bva||® = a’ [vi][* 4+ b2 [[va]|* = a2 4+ b2 = 1)
Pitdgoras
1 T 1 T 1 T
vi=—(1 —10)"vo=—=(11-2)Tvy=—=(111
! \/§< ) ? \/6( ) ’ \/g( )
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